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Doplňuj́ıćı poznámky

Tenzor deformace

Na přednášce jsme zkoumali př́ıpad rovnoměrně deformovaného tělesa, pro které se obecný bod charakterizovaný
polohovým vektorem x přemı́st́ı do bodu

f(x) = F · x (1)

kde F je daný tenzor, nezávislý na x. Ukázali jsme, že přetvořeńı tělesa lze popsat pomoćı pravého Cauchyho-
Greenova deformačńıho tenzoru

C = FT · F (2)

Tento tenzor je ovšem pro nedeformované těleso jednotkový, nikoli nulový, takže nejde o tenzor deformace
v pravém slova smyslu. Anglicky se mu proto ř́ıká “deformation tensor” a nikoli “strain tensor”, česky je to
“deformačńı tenzor” a nikoli “tenzor deformace”. V teorii velkých deformaćı je celá řada možnost́ı, jak tenzor
deformace definovat, ale snad nejpouž́ıvaněǰśı je Green̊uv-Lagrange̊uv tenzor deformace

E = 1
2 (C − 1) = 1

2 (FT · F − 1) (3)

Při řešeńı domáćıho úkolu 2.3 jsme došli k závěru, že v př́ıpadě malých změn výchoźıho stavu trojrozměrného
tělesa lze jeho přetvořeńı popsat symetrickým tenzorem 2. řádu, který můžeme s využit́ım označeńı zavedeného
ve zmı́něném úkolu zapsat jako

ε = 1
2 (G + GT ) (4)

kde G = F−1 a F je deformačńı gradient. Všimněte si, že rozd́ıl mezi novou a p̊uvodńı polohou obecného bodu
x lze popsat funkćı u(x) = F · x − x = (F − 1) · x = G · x.

V obecném př́ıpadě nerovnoměrně deformovaného tělesa se výše zmı́něné tenzory definuj́ı pro každý ma-
teriálový bod zvlášt’ a charakterizuj́ı přetvořeńı v těsném (nekonečně malém) okoĺı tohoto bodu. Tyto tenzory
tedy závisej́ı na souřadnici x a maj́ı charakter tenzorových poĺı.1 Bod charakterizovaný polohovým vektorem x
se obecně přemı́st́ı do bodu

f(x) = x + u(x) (5)

kde u je vektor posun̊u, daný obecnou nelineárńı funkćı x. V malém okoĺı zkoumaného bodu x̄ lze rozvinout
f(x) do Taylorovy řady a zanedbat jej́ı nelineárńı členy, což vede k aproximaci

f(x) = f(x̄ + ∆x) ≈ f(x̄) +
∂f(x̄)

∂x
· ∆x (6)

Roli konstantńıho tenzoru F charakterizuj́ıćıho rovnoměrně deformované těleso nyńı přeb́ırá tenzorové pole

F(x) =
∂f(x)

∂x
=

∂

∂x
(x + u(x)) = 1 +

∂u(x)

∂x
(7)

kterému se ř́ıká deformačńı gradient, zat́ımco tenzorové pole ∂u(x)/∂x je tzv. gradient posun̊u, který
přeb́ırá roli tensoru G = F − 1. Na základě vztah̊u (2)–(3) se pak přejde k pravému Cauchyho-Greenovu
deformačńımu tenzoru a Greenovu-Lagrangeovu tenzoru deformace, které maj́ı opět charakter tenzorových poĺı.
V př́ıpadě malých deformaćı se v duchu vztahu (4) definuje tenzor malé deformace

ε(x) =
1

2

(
∂u(x)

∂x
+

(
∂u(x)

∂x

)T
)

(8)

jako symetrická část gradientu posun̊u.

1Obecně polem rozumı́me jakoukoli fyzikálńı veličinu, která záviśı na prostorových souřadnićıch, tj. jej́ı hodnota se měńı bod
od bodu. Jestliže hodnoty této veličiny maj́ı skalárńı charakter, mluv́ıme o skalárńım poli (př́ıkladem je teplotńı pole). Posuny
maj́ı charakter vektoru, takže pole posun̊u je vektorové. Napět́ı a deformace maj́ı charakter tenzoru 2. řádu, takže pole napět́ı je
př́ıkladem tenzorového pole.
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Vztah mezi tenzorem deformace a veličinami známými z pružnosti

V základńım kurzu pružnosti byly definovány názorné veličiny charakterizuj́ıćı deformaci:

• Poměrné protažeńı, které se znač́ı ε a představuje relativńı změnu délky myšleného vlákna v př́ıslušném
směru (např. εy je relativńı protažeńı vlákna rovnoběžného s osou y).

• Smykové zkoseńı, které se znač́ı γ a představuje změnu p̊uvodně pravého úhlu mezi dvěma myšlenými
vlákny (např. γxy je změna úhlu mezi vlákny p̊uvodně rovnoběžnými s osami x a y).

Byly také odvozeny vztahy pro výpočet deformačńıch veličin z pole posun̊u. Poměrná protažeńı ve směrech os
x, y a z se vypočtou podle vztah̊u

εx =
∂u

∂x
(9)

εy =
∂v

∂y
(10)

εz =
∂w

∂z
(11)

kde u, v a w jsou posuny ve směrech x, y a z. Smyková zkoseńı se za předpokladu malých rotaćı vypočtou podle
vztah̊u

γxy =
∂u

∂y
+
∂v

∂x
(12)

γxz =
∂u

∂z
+
∂w

∂x
(13)

γyz =
∂v

∂z
+
∂w

∂y
(14)

Připomeňte si také, že pokud jsou deformace malé, odpov́ıdá součet poměrných protažeńı ve třech navzájem
kolmých směrech relativńı změně objemu

εV = εx + εy + εz (15)

V tenzorovém zápisu se kartézské souřadnice označuj́ı x1, x2 a x3 mı́sto x, y a z. Posuny ve směrech jednot-
livých souřadnicových os se označuj́ı u1, u2 a u3 mı́sto u, v a w a představuj́ı složky vektoru posun̊u u. Posuny
jednotlivých bod̊u zkoumaného tělesa jsou obecně r̊uzné a můžeme je chápat jako funkci polohového vektoru x,
jehož složkami jsou souřadnice xi. Ř́ıkáme také, že posuny maj́ı charakter vektorového pole.

Jednotlivé složky posun̊u můžeme derivovat podle jednotlivých prostorových souřadnic. Parciálńı derivace
∂ui/∂xj jsou složkami tenzoru, kterému se ř́ıká gradient pole posun̊u. Některé z těchto derivaćı př́ımo odpov́ıdaj́ı
poměrným protažeńım. Vztahy (9)–(11) můžeme přepsat jako

ε11 =
∂u1
∂x1

(16)

ε22 =
∂u2
∂x2

(17)

ε33 =
∂u3
∂x3

(18)

Přitom označeńı ε11 atd. napov́ıdá, že tyto veličiny budou složkami tenzoru deformace. Nelze ale jednoduše
ztotožnit tenzor deformace s gradientem posun̊u, protože složky εij s rozd́ılnými indexy i a j by pak neodpov́ıdaly
smykovým zkoseńım. Parciálńı derivace ∂u1/∂x2 a ∂u2/∂x1 maj́ı obecně rozd́ılné hodnoty a smykové zkoseńı γxy
je jejich součtem a je to stejná veličina jako γyx. Abychom zachovali co nejužš́ı souvislost mezi složkami tenzoru
deformace a “inženýrskými” veličinami ε a γ, polož́ıme

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
(19)

Podle této definice jsou normálové složky ε11, ε22 a ε33 př́ımo rovny poměrným protažeńım εx, εy a εz, ale
smykové složky ε12 = ε21, ε13 = ε31 a ε23 = ε32 jsou polovinami smykových zkoseńı γxy, γxz a γyz. Zahrnut́ı
faktoru 1/2 je nutné k tomu, aby skutečně šlo o složky tenzoru. Vztah (19) znamená, že tenzor deformace je
symetrickou část́ı gradientu posun̊u, což formálně můžeme zapsat jako

ε =

(
∂u

∂x

)
sym

(20)

Vztah (15) pro objemovou deformaci můžeme v tenzorovém označeńı přepsat jako

εV = ε11 + ε22 + ε33 = εii = 1 : ε = tr(ε) (21)

Ř́ıkáme, že relativńı změna objemu je dána stopou tenzoru deformace.
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Tenzor napět́ı, vněǰśı śıly

Podobně jako při zavedeńı tenzoru deformace se nejprve zaměř́ıme na př́ıpad, kdy je homogenńı těleso rovnoměrně
zdeformováno a všechny body tělesa jsou tedy namáhány stejným zp̊usobem. Tenzor napět́ı σ lze zavést pomoćı
bilineárńı formy σ(a,u), která vektoru a popisuj́ıćımu libovolnou plošku a vektoru u popisuj́ıćımu posun přǐrad́ı
práci, kterou by śıly p̊usob́ıćı na tuto plošku vykonaly na daném posunu. Přitom vektor a popisuj́ıćı plošku je
kolmý na danou plošku a jeho velikost odpov́ıdá jej́ımu obsahu. Pokud vektor a zafixujeme, źıskáme lineárńı
formu, která každému posunu u přǐrazuje práci vykonanou jistou silou. Takové lineárńı formě odpov́ıdá vektor
śıly p̊usob́ıćı na plošku a, vyjádřený jako a ·σ. Pokud za a dosad́ıme jednotkový vektor n, bude n ·σ představovat
tzv. vektor napět́ı, protože śıla bude vztažena na jednotku obsahu.

V př́ıpadě obecně deformovaného tělesa neńı śıla p̊usob́ıćı na plošku myšleného řezu úměrná obsahu této
plošky a napět́ı se definuje pro každý bod zvlášt’ s využit́ım limitńıho přechodu. Napět́ı pak má charakter
tenzorového pole.

Na těleso vyplňuj́ıćı prostorovou oblast V mohou p̊usobit vněǰśı śıly dvoj́ıho druhu. Objemové śıly jsou spojitě
rozloženy po objemu tělesa a popsány vektorovým polem b̄. Velikost vektoru b̄ odpov́ıdá intenzitě objemových
sil, chápané jako śıla na jednotku objemu. Objemové śıly obvykle představuj́ı vlastńı t́ıhu tělesa, ale podobný
charakter maj́ı i setrvačné śıly uvažované v dynamice. Druhým typem vněǰśıch sil jsou śıly povrchové, t, které jsou
spojitě rozloženy po povrchu tělesa S (tedy po hranici oblasti V ) a jejich intenzita odpov́ıdá śıle na jednotku
obsahu. Tyto śıly představuj́ı silové p̊usobeńı sousedńıch těles na zkoumané těleso, přenášené kontaktem na
společné hranici. Na podepřené části hranice nejsou povrchové śıly předem známé, protože maj́ı charakter reakćı
vznikaj́ıćıch ve vazbách. Na zbylé (volné) části hranice jsou pak předepsané a maj́ı charakter zat́ıžeńı. Jestliže
obecnou plošku a uvažovanou v definici napět́ı umı́st́ıme na hranici a ṕı̌seme a = n dS, kde n je jednotkový
vektor kolmý na hranici a dS je obsah diferenciálńı plošky, odpov́ıdá povrchová śıla vektoru napět́ı a plat́ı
t = n · σ.

Rozklad tenzoru 2. řádu na kulovou a deviatorickou část

Poznámka: V tomto textu jǐz předj́ımáme určité skutečnosti, které vyplynou z domáćıho úkolu, např. symetrii
tenzoru napět́ı σ nebo definici tenzoru malé deformace ε.

Ze základńıho kurzu pružnosti nebo z předmětu Přetvářeńı a porušováńı materiál̊u asi v́ıte, že deformaci lze
rozdělit na část popisuj́ıćı změnu objemu a část popisuj́ıćı změnu tvaru. Podobně při popisu napět́ı pracujeme
s jeho hydrostatickou a deviatorickou část́ı. Již jsme zavedli tenzory napět́ı a deformace a ukázali, že jde o
symetrické tenzory 2. řádu. Složky tenzoru napět́ı σ v̊uči dané ortonormálńı bázi odpov́ıdaj́ı klasickým složkám
napět́ı: σ11 je σx, σ12 je τxy, atd.

Obecně lze symetrický tenzor 2. řádu (např. tenzor deformace nebo napět́ı) rozložit na kulovou (sférickou)
část a deviatorickou část. Kulová část je skalárńım násobkem jednotkového tenzoru 2. řádu a má stejnou stopu
jako p̊uvodńı tenzor. Např́ıklad pro tenzor napět́ı definujeme středńı napět́ı jako třetinu stopy tenzoru napět́ı,
tedy

σm = 1
3 (σ11 + σ22 + σ33) = 1

3σii = 1
3 tr(σ) = 1

3σ : 1 = 1
31 : σ (22)

Index “m” souviśı se slovem “mean” (středńı) a nejde o tenzorový index, proto je zapsán standardńım fontem a
nikoli kurźıvou. Kulová část tenzoru napět́ı odpov́ıdá hydrostatické napjatosti a źıská se jako σm1. Po odečteńı
kulové části zbyde deviatorická část tenzoru. V př́ıpadě tenzoru napět́ı ji označ́ıme s. Rozklad tenzoru napět́ı na
hydrostatickou (kulovou) část a deviatorickou část se tedy zaṕı̌se jako

σ = σm1 + s (23)

Je-li dán tenzor napět́ı σ, můžeme jeho deviatorickou část vypoč́ıtat jako2

s = σ − 1σm = σ − 1
31 ⊗ 1 : σ (24)

Abychom mohli celý výraz na pravé straně vyjádřit jako tenzor napět́ı zleva “vynásobený” (dvojitě kontrahovaný)
nějakým tenzorem 4. řádu, naṕı̌seme σ jako IS : σ, kde IS je symetrický jednotkový tenzor 4. řádu,3 jehož složky
v̊uči libovolné ortonormálńı bázi jsou ISijkl = (δikδjl + δilδjk)/2. Potom můžeme přepsat (24) jako

s = IS : σ − 1
31 ⊗ 1 : σ = (IS − IK) : σ = ID : σ (25)

kde
IK = 1

31 ⊗ 1 (26)

2Pokud vám neńı jasné, proč se v rovnici (24) objev́ı symbol ⊗ pro př́ımý součin, přepǐste si tuto rovnici ve složkovém zápisu:
sij = σij − δijσm = σij − 1

3
δijδklσkl. Při p̊uvodńım uzávorkováńı δij(δklσkl) jde o násobeńı tenzoru 1 skalárem 1 : σ, ale pořad́ı

operaćı lze zaměnit a interpretovat tento člen jako (δijδkl)σkl, což odpov́ıdá dvojité kontrakci mezi tenzorem 4. řádu 1⊗1 a tenzorem
2. řádu σ.

3V celém tomto odvozeńı bychom mı́sto IS mohli všude použ́ıt I. Pak by ale projekčńı tenzory IK a ID nevykazovaly malou
symetrii a při konstrukci tenzoru tuhosti a poddajnosti s jejich využit́ım bychom museli provádět dodatečnou symetrizaci.
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je kulový (sférický) projekčńı tenzor a

ID = IS − IK = IS − 1
31 ⊗ 1 (27)

je deviatorický projekčńı tenzor. Mluv́ıme o projekčńıch tenzorech, protože násobeńı tenzorem IK odpov́ıdá
promı́tnut́ı do podprostoru odpov́ıdaj́ıćıho čistě hydrostatickým stav̊um a násobeńı tenzorem ID odpov́ıdá
promı́tnut́ı do podprostoru odpov́ıdaj́ıćıho čistě deviatorickým stav̊um. Obdobný zápis lze uplatnit i pro rozklad
tenzoru deformace,

ε = εm1 + e (28)

kde kulová část, tedy εm1, odpov́ıdá změně objemu a deviatorická část, tedy e, změně tvaru. Veličina εm je
středńı deformace, definovaná jako

εm = 1
31 : ε (29)

Lepš́ı názorný význam ale má jej́ı trojnásobek, neboli stopa tenzoru deformace,

εV = 1 : ε (30)

která odpov́ıdá relativńı změně objemu (při malých deformaćıch). Deviatorickou část deformace, která popisuje
změnu tvaru při zachováńı objemu, můžeme vyjádřit jako

e = ε− εm1 = IS : ε− 1
31 ⊗ 1 : ε = (IS − IK) : ε = ID : ε (31)

Rozklad na kulovou a deviatorickou část má kĺıčový význam pro zjednodušeńı popisu izotropńıho lineárně
pružného materiálu. Jestliže má materiál ve všech směrech stejné vlastnosti, zp̊usobuje hydrostatická část napět́ı
pouze změny objemu a deviatorická část napět́ı pouze změny tvaru.

Hydrostatická část napět́ı je charakterizovaná jedinou veličinou—středńım napět́ım σm. Objemová změna
je také charakterizována jedinou veličinou, přičemž jasný názorný význam má relativńı změna objemu, εV . V
př́ıpadě lineárńı pružnosti jsou si tyto veličiny navzájem úměrné a vztah mezi nimi se popisuje rovnićı

σm = KεV (32)

kde K je objemový modul pružnosti. Pokud se však mı́sto εV použije středńı deformace εm, objev́ı se v rovnici

σm = 3Kεm (33)

konstanta úměrnosti 3K. Dı́ky tomu si objemový modul K ponechává sv̊uj názorný význam poměru mezi
př́ır̊ustkem středńıho napět́ı a př́ır̊ustkem relativńı změny objemu. Jeho převrácené hodnotě 1/K se někdy ř́ıká
modul stlačitelnosti. Jde o veličinu charakterizuj́ıćı poddajnost materiálu při objemových změnách.

Pro deviatorické části napět́ı a deformace lze také napsat odpov́ıdaj́ıćı lineárńı vztah. Přestože se jedná o
tenzory, ukazuje se, že stač́ı napsat jednoduše

s = c e (34)

kde c je vhodná skalárńı veličina charakterizuj́ıćı deviatorickou tuhost. Názorný význam této veličiny si najdete
sami v rámci domáćıho úkolu.
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