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1.1 Skalárńı součin vektor̊u

Na prvńı přednášce byl definován skalárńı součin vektor̊u jako symetrická pozitivně definitńı bilineárńı forma.
Klasická definice z učebnic zavád́ı skalárńı součin vektor̊u jako binárńı operaci, která dvojici vektor̊u u a v
přǐrazuje reálné č́ıslo u · v a má následuj́ıćı vlastnosti:

u · v = v · u (1)

(u1 + u2) · v = u1 · v + u2 · v (2)

u · (v1 + v2) = u · v1 + u · v2 (3)

(αu) · v = α(u · v) (4)

u · (αv) = α(u · v) (5)

∀u 6= 0 : u · u > 0 (6)

Podmı́nky (1)–(4) znamenaj́ı, že předpisem
I(u,v) = u · v (7)

je definována bilineárńı forma I. Zjistěte, jaké složky má výše uvedená bilineárńı forma I v̊uči ortonormálńı
bázi. Závisej́ı tyto složky na konkrétńı volbě báze? Jakou matićı by byla tato forma reprezentována?

1.2 Př́ımý součin lineárńıch forem nebo vektor̊u

Pro lineárńı formy můžeme zavést operaci ⊗, která ze dvou daných lineárńıch forem f a g vytvoř́ı bilineárńı
formu F = f ⊗ g, definovanou následuj́ıćım předpisem:

F (u,v) = f(u) g(v) (8)

Rozmyslete si nejprve, co to přesně znamená: Když chci spoč́ıtat hodnotu, kterou bilineárńı forma F přǐrazuje
dvojici vektor̊u u a v, spoč́ıtám hodnotu lineárńı formy f pro vektor u a hodnotu lineárńı formy g pro vektor v
a tyto dvě hodnoty (reálná č́ısla) pak mezi sebou vynásob́ım.

Takto definované operaci se ř́ıká př́ımý (vněǰśı, tenzorový) součin. Zavedli jsme ji jako operaci mezi dvěma
lineárńımi formami, ale z předchoźıch úvah už v́ıme, že ve vektorovém prostoru vybaveném skalárńım součinem
každé lineárńı formě odpov́ıdá jistý vektor a naopak. Proto můžeme mluvit také o př́ımém součinu vektor̊u f a g,
které odpov́ıdaj́ı formám f a g, a značit tento součin f ⊗g. Podobně jako lineárńı formy chápeme podle potřeby
jako vektory, o bilineárńıch formách budeme často mluvit jako o tenzorech 2. řádu a budeme je pak značit
tučnými velkými ṕısmeny. Např́ıklad F může označovat tenzor 2. řádu odpov́ıdaj́ıćı bilineárńı formě F . Ṕı̌seme
pak F = f ⊗ g. Složkami tenzoru F v̊uči dané ortonormálńı bázi e1, e2, . . . en rozumı́me složky odpov́ıdaj́ıćı
bilineárńı formy F v̊uči téže bázi, tedy č́ısla Fij = F (ei, ej).

A nyńı konkrétńı úkoly:

• Dokažte, že funkce F definovaná předpisem (8) má skutečně vlastnosti bilineárńı formy.

• Dokažte, že př́ımý součin ⊗ je asociativńı, ale neńı komutativńı.

• Dokažte, že př́ımý součin ⊗ je distributivńı vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u.

• Zjistěte, za jakých okolnost́ı pro dva vektory f a g plat́ı f ⊗ g = g ⊗ f .

• Odvod’te pravidlo pro výpočet složek tenzoru 2. řádu, který vznikne jako př́ımý součin vektor̊u f a g se
známými složkami fi a gj (v̊uči dané ortonormálńı bázi).

• Interpretujte odvozené pravidlo jako maticovou operaci. Jinými slovy, ukažte, jak z matic, do kterých
uspořádáme složky vektor̊u f a g, spoč́ıtáme matici složek tenzoru f ⊗ g.
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• Př́ımým součinem dvou vektor̊u vznikne tenzor 2. řádu. Zamyslete se nad t́ım, zda je možné jakýkoli tenzor
2. řádu vyjádřit jako př́ımý součin dvou vektor̊u.

Zamyslete se také nad t́ım, zda by bylo možné přirozeným zp̊usobem definovat operaci ⊗ (př́ımý součin) pro
jiné dvojice operand̊u než vektory. Jak by se např́ıklad mohly definovat operace g ⊗ F, F ⊗ g a F ⊗G, kde g
je vektor a F a G jsou tenzory 2. řádu? Co by asi bylo jejich výsledkem a jak by se tyto operace přepsaly ve
složkovém zápisu, tj. pomoćı složek gi, Fij a Gij? Bylo by možné je snadno přepsat i do maticového zápisu?

1.3 Transformace složek tenzoru

V poznámkách k přednášce si přečtěte pasáže týkaj́ıćı se transformace složek vektoru při změně báze. Poté
odvod’te pravidlo pro transformaci složek tenzoru 2. řádu a zobecněte je pro tenzory libovolného řádu.

Tenzor napět́ı jsme dosud pořádně nezavedli, ale prozat́ım se spokoj́ıme s informaćı, že se jedná o tenzor
2. řádu. Složky tenzoru napět́ı σ v̊uči dané ortonormálńı bázi odpov́ıdaj́ı klasickým složkám napět́ı: σ11 je σx,
σ12 je τxy, atd. Najděte si nebo odvod’te tradičńı vzorce pro transformaci složek napět́ı při rovinné napjatosti,
dojde-li k pootočeńı soustavy souřadnic. Ukažte, jak tyto vzorce souvisej́ı s transformačńımi vzorci pro tenzor
2. řádu. Jelikož zkoumáme rovinnou napjatost, můžeme výchoźı vektorový prostor V uvažovat jako dvourozměrný
(tj. n = 2).
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