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Nejprve si přečtěte doplňuj́ıćı poznámky k prob́ırané látce, obsažené v samostatném souboru.

2.1 Operace s tenzory

Procvičte si základńı operace s tenzory na následuj́ıćıch př́ıkladech. Symboly u, v, f a g označuj́ı obecné tenzory
1. řádu, 1 je jednotkový tenzor 2. řádu, F a G znač́ı obecné tenzory 2. řádu, horńı index T znač́ı transpozici a
tr(. . .) je stopa tenzoru.

Rozepsáńım do složkového zápisu dokažte následuj́ıćı identity:

F : (u⊗ v) = u · F · v (1)

(f ⊗ g) : (u⊗ v) = (f · u)(g · v) (2)

F · u = u · FT (3)

(F · u) · (G · v) = u · (FT ·G) · v (4)

tr(u⊗ v) = u · v (5)

tr(F ·G) = F : GT = FT : G (6)

1 : (F⊗G) = tr(F)G (7)

(1⊗ 1) : F = tr(F)1 (8)

Dále zjistěte, čemu se rovná 1 · 1 a 1 : 1.
Ukažte, že dvojitá kontrakce hraje roli skalárńıho součinu v prostoru všech tenzor̊u 2. řádu (tj. ověřte, že má

všechny vlastnosti požadované od skalárńıho součinu).

2.2 Rozklad na symetrickou a antisymetrickou část

Připomeňte si definici transpozice bilineárńı formy, která zároveň definuje transpozici tenzoru 2. řádu (viz
poznámky). Tenzor F je symetrický, pokud plat́ı FT = F. Podobně hovoř́ıme o antisymetrickém tenzoru, pokud
plat́ı FT = −F.

Zjistěte, zda existuje tenzor, který je zároveň symetrický i antisymetrický.
Ukažte, že každý tenzor 2. řádu lze jednoznačně rozložit na součet symetrického a antimetrického tenzoru.

Mluv́ıme pak o symetrické a antimetrické části daného tenzoru. Odvod’te jednoduché pravidlo pro jejich výpočet
(např. s využit́ım složkového zápisu).

2.3 Tenzorový popis deformace

Prozat́ım budeme uvažovat pouze rovnoměrně deformované těleso, pro které se polohový vektor x při deformaci
zobraźı na polohový vektor F · x, kde F je daný tenzor 2. řádu, v této souvislosti označovaný jako deformačńı
gradient (přesný význam tohoto termı́nu bude vysvětlen později, až se budeme věnovat obecné, tedy nerov-
noměrné deformaci). Názorně si můžeme představit, že bod umı́stěný do počátku souřadnic se nikam neposouvá
(protože pro x = 0 dostaneme F · x = 0) a úsečka charakterizovaná obecným vektorem x se zobraźı na úsečku
charakterizovanou vektorem F · x. Při takové lineárńı transformaci prostoru z̊ustávaj́ı př́ımky i po deformaci
př́ımkami, ale obecně se protahuj́ı nebo zkracuj́ı a úhly mezi dvěma př́ımkami se měńı.

Představte si př́ımé vlákno procházej́ıćı počátkem, jehož p̊uvodńı směr je popsán jednotkovým vektorem n.
Vyjádřete poměrné protažeńı ε tohoto vlákna při dané deformaci.
Návod: Na vláknu si před deformaćı vyznač́ıme úsečku o délce L, které odpov́ıdá vektor x = Ln. Pak zjist́ıme,
jakým vektorem bude popsaná tato úsečka po deformaci, spoč́ıtáme jej́ı novou délku L+∆L a vyjádř́ıme poměrné
protažeńı ε = ∆L/L. Výsledkem by měl být poměrně složitý výraz, který záviśı na F a n.

Dále si představte dvě př́ımá a navzájem kolmá vlákna procházej́ıćı počátkem, jejichž p̊uvodńı směry jsou
popsány jednotkovými vektory n1 a n2. Vyjádřete smykové zkoseńı γ, tedy úhel, o který se změńı p̊uvodně pravý
úhel mezi danými vlákny.
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Návod: Vzpomeňte si na vzorec pro výpočet úhlu mezi dvěma vektory, zmı́něný na 1. přednášce. Bude se také
hodit vztah sin γ = cos(π/2 − γ). Výsledkem by měl být opět výraz, který záviśı na F a n.

Odvozené výrazy pro poměrné protažeńı ε a smykové zkoseńı γ budou poněkud komplikované, ale zato zcela
přesné a použitelné pro libovolně velké deformace. Následně je zjednoduš́ıme za předpokladu, že deformace
(přesněji řečeno deformace a rotace) jsou malé. Uvědomte si, že pokud by k žádné deformaci nedošlo, tenzor F
by byl roven jednotkovému tenzoru 2. řádu. Budeme proto předpokládat, že tenzor F se od jednotkového lǐśı jen
“málo”. Můžeme tedy psát F = 1+G, kde tenzor G je “malý” ve srovnáńı s jednotkovým. Pokuste se odvozené
výrazy pro ε a γ přepsat pomoćı tenzoru G a ve výsledných výrazech zanedbat všechny “členy vyšš́ıho řádu”.
Popǐste souvislost mezi složkami tenzoru G a obvyklými inženýrskými složkami deformace, např. εx a γxy.
Návod: Zjednodušené výrazy by měly mı́t tvar ε = n ·A ·n a γ = n ·B ·n, kde A a B jsou jisté tenzory závisej́ıćı
jednoduchým zp̊usobem na G.
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